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Abstract
We provide some existence results of stable pricings for natural monopoly as
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games with side payments to characterize subsidy free and sustainable pricings.
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11 Introduction
Cette note est une petite contribution ` a la th´ eorie des march´ es contestables,
paradigme d´ evelopp´ e dans les ann´ ees soixante-dix par Bailey, Baumol, Panzar
et Willig [1, 11] 1. Le point nouveau qui donne un ´ eclairage suppl´ ementaire sur
la litt´ erature existante concerne principalement l’hypoth` ese de prix diﬀ´ erenci´ es
sur des march´ es s´ epar´ es 2. Cette marge de manœuvre suppl´ ementaire que nous
laissons aux ﬁrmes permet de montrer l’existence de tariﬁcations satisfaisant
certaines propri´ et´ es de stabilit´ e (suivant la terminologie des march´ es contes-
tables, il s’agit principalement de tariﬁcations subsidy free et sustainable). Par
ailleurs, on ´ elargit les possibilit´ es d’entr´ ees pour les ﬁrmes grace ` a une articu-
lation ` a deux niveaux, elles choisissent une part de march´ e parmi un groupe
d’agents et un panier de biens, tandis qu’habituellement les analyses ont ten-
dance ` a traiter isol´ ement les biens et les agents. Pour ce faire, nous proposons
un traitement syst´ ematique, englobant une large classe de mod` eles, ` a partir du
formalisme des jeux coop´ eratifs avec paiements lat´ eraux. La m´ ethode consiste
` a param´ etrer des cœurs de cost games par des prix pour prouver l’existence de
certaines tariﬁcations stables 34.
Un march´ e o` u les contraintes de production sont donn´ ees et communes ` a
toutes les ﬁrmes, entraˆ ıne l’apparition d’un monopole naturel lorsque la pro-
duction au moindre coˆ ut d’un vecteur de biens n´ ecessite la pr´ esence d’une seule
et mˆ eme ﬁrme. Elle dispose d’un avantage par rapport ` a toute autre combinai-
son de ﬁrmes engag´ ees dans la mˆ eme production. On peut caract´ eriser ce type
de march´ e, analogue ` a la pr´ esence de rendements croissants dans la technologie
de production, par l’existence d’une fonction de coˆ ut sous-additive :
C(y) + C(y0) ≥ C(y + y0)
On exhibe des conditions suﬃsantes pour l’existence de tariﬁcations stables
dans un monopole naturel. Ce type de positionnement peut survenir lors d’une
ouverture ` a la concurrence. En eﬀet, l’ouverture d’un march´ e ne correspond
pas forc´ ement ` a une situation de cohabitation entre plusieurs ﬁrmes. La ﬁrme
1Il faut ´ egalement associer au d´ eveloppement de la th´ eorie les travaux suivants, Faulha-
ber [7], Faulhaber et Levinson [8], Sharkey [16, 17, 18], en particulier pour les questions de
tariﬁcation stable. On renvoie ´ egalement le lecteur aux ouvrages de r´ ef´ erence qui couvrent de
mani` ere exhaustive la th´ eorie, Baumol et al. [2] et Sharkey [19].
2Nous emploierons alternativement les termes de discrimination ou de march´ es s´ epar´ es. La
notion de discrimination ne fait pas ici r´ ef´ erence ` a une position abusive du monopole en place
mais plutˆ ot ` a sa capacit´ e ` a maintenir s´ epar´ es plusieurs march´ es (g´ eographiques par exemple)
sur lesquels il intervient et ` a pratiquer une politique tarifaire diﬀ´ erenci´ ee. C’est la teneur de
l’approche moderne ` a la Phlips [12].
3La fonction caract´ eristique est en fait la fonction de coˆ ut, une allocation dans ce jeu
correspond alors ` a un vecteur d´ ecrivant les recettes associ´ ees. Les in´ egalit´ es qui d´ eﬁnissent les
conditions de r´ ealisabilit´ e sont invers´ ees par rapport ` a l’usage du fait de l’analyse ` a partir des
fonctions de coˆ ut, voir Section 4.2.
4A titre d’exemple, nous nous limiterons au cas du transport ferroviaire en France qui s’ins-
crit parfaitement dans le processus et le cadre r´ eglementaire que nous cherchons ` a d´ ecrire. La
d´ er´ egulation du march´ e de l’´ el´ ectricit´ e peut fournir aussi un terrain d’application, notamment
d` es que l’on distingue les producteurs des transporteurs, ces derniers ´ etant confront´ es ` a des
choix similaires.
2en place peut prot´ eger son march´ e par le biais d’une tariﬁcation, au quel cas
elle reste seule fournisseur du march´ e et l’ouverture du march´ e a servi de force
disciplinante en abaissant la tariﬁcation initiale. C’est ce m´ ecanisme que les
notions de stabilit´ e entendent capturer. Dans le cas contraire, la ﬁrme n’a pas la
possibilit´ e de choisir une telle tariﬁcation et la question de partage du march´ e
entre plusieurs fournisseurs ind´ ependants doit alors se poser.
Dans cet article, on se concentre sur les notions de tariﬁcations subsidy free
et soutenables. Une tariﬁcation est dite subsidy free si toute entr´ ee sur une par-
tie du march´ e n’est pas strictement b´ en´ eﬁciaire ` a ce prix ﬁx´ e. La notion plus
forte de soutenabilit´ e impose, elle, que l’entr´ ee b´ en´ eﬁciaire est impossible y com-
pris ` a d’autres niveaux de tariﬁcations. Les auteurs, pr´ ec´ edemment cit´ es, ont
largement contribu´ e au d´ eveloppement de la th´ eorie apr` es en avoir pos´ e les prin-
cipaux concepts et bases formelles que nous reprendrons. Ils se sont n´ eanmoins
limit´ es ` a l’analyse d’une tariﬁcation pour des ﬁrmes qui ne diﬀ´ erencient pas
leur client` ele ou leurs march´ es locaux. Dans ce cadre tr` es g´ en´ eral, des condi-
tions suﬃsantes d’existence d’un prix stable n’ont pu ˆ etre mises en ´ evidence. En
g´ en´ eralisant une approche par les jeux dˆ ue ` a Bendali et al. [3], nous prouvons
l’existence sous des hypoth` eses de march´ e r´ egulier et de fonction de coˆ ut fair
sharing (on utilise ´ egalement une condition technique de bord).
L’approche par les jeux coop´ eratifs des probl` emes de monopoles naturels
n’est pas nouvelle. Faulhaber [7] propose d´ ej` a des r´ esultats d’existence pour des
tariﬁcations subsidy free en reprenant le formalisme des jeux coop´ eratifs, notam-
ment en introduisant la notion de cost games. Nous ´ etudierons les cœurs de ces
jeux. En plus, nous utilisons une param´ etrisation par les prix qui, elle, semble
plus originale et inhabituelle dans ce cadre ´ economique. La tariﬁcation subsidy
free est alors vue comme un point ﬁxe de cette famille de cœurs param´ etr´ es 5.
En outre, dans le cas de fonctions caract´ eristiques d´ eﬁnies ` a partir des fonc-
tions de coˆ ut, la notion de coalition correspond habituellement ` a une partie de
l’ensemble des biens disponibles sur le march´ e. Ici, notre approche place sur le
mˆ eme plan les agents et les biens en g´ en´ eralisant la notion de coalition au cas
de partie d’agents et de biens, appel´ e sous-march´ e
Dans la Section 2, on pr´ esente le mod` ele de march´ e contestable et les notions
de stabilit´ e que nous allons ´ etudi´ ees . Dans la Section 3, on ´ enonce les r´ esultats
d’existence de tariﬁcations. Ces r´ esultats sont obtenus en corollaires plus ou
moins directs de r´ esultats renvoy´ es en Appendice o` u l’on pr´ esente le cadre formel
des jeux coop´ eratifs avec paiements lat´ eraux, ainsi qu’un lemme d’existence et
ses corollaires bas´ es sur une param´ etrisation de polytopes. En Appendice, nous
prouvons ´ egalement quelques propri´ et´ es classiques li´ ees ` a la stabilit´ e. Avant cela,
nous revenons ci-dessous sur les points marquants associ´ es ` a notre mod` ele de
march´ e contestable, pr´ ecis´ ement les ﬁrmes multiproduits avec discrimination,
les notions d’entr´ ee, la probl´ ematique de la d´ er´ eglementation.
5Ce type d’outil math´ ematique a d´ ej` a ´ et´ e utilis´ e dans la litt´ erature des march´ es contes-
tables, Sharkey [16, 17] et Ten Raa [13, 14], l’originalit´ e tient ici ` a la possibilit´ e d’utiliser
directement les cœurs en tant que correspondance. La notion de cœur apparaˆ ıt naturellement
d` es que l’on ´ etudie des tariﬁcations de type subsidy free.
31.1 Firme multiproduit, discrimination et entr´ ees ` a deux
voies
Les cadre g´ en´ eral du mod` ele int` egre trois aspects pertinents, la ﬁrme pro-
duit plusieurs biens, elle maintient s´ epar´ es plusieurs march´ es, et enﬁn les entr´ ees
sont organis´ ees autour d’une double articulation. Habituellement dans ce type
de litt´ erature sur la tariﬁcation dans les monopoles, l’analyse est principalement
centr´ ee autour des biens. Les strat´ egies d’entr´ ees concernent le choix d’un en-
semble de biens pour lequel la ﬁrme entrante estime poss´ eder un avantage sur
la ﬁrme en place. On peut n´ eanmoins s’int´ eresser aux groupes de consomma-
teurs (vu comme des march´ es) et les consid´ erer ´ egalement comme des entit´ es
strat´ egiques. On pourra ainsi associer simultan´ ement les deux notions. Un sous-
march´ e d´ esigne un groupe de march´ es vis´ es par la ﬁrme et un ensemble de biens
de la gamme commerciale sur lequel elle se positionne, si bien que les ﬁrmes
entrantes ont ici la possibilit´ e de jouer sur deux tableaux dans le choix de leur
positionnement. Elles peuvent d´ ecider de proposer une tariﬁcation ` a une cer-
taine fraction d’agents et/ou de se concentrer sur un certaine gamme de produits
6. Par ailleurs, on suppose que la ﬁrme est en mesure de discerner plusieurs pa-
quets de demandes (les diﬀ´ erents march´ es). Cette possibilit´ e facilite son entr´ ee
potentielle sur un march´ e puisqu’elle peut adapter une tariﬁcation sp´ ecialement
` a destination d’une certaine classe de clients7.
Le choix de la ﬁrme multiproduit s’impose naturellement y compris pour des
march´ es de monopoles naturels qui, ` a premi` ere vue, semblent plutˆ ot se focaliser
sur la production d’un seul bien. En fait, l’aspect multiproduit se d´ egage d` es
que l’on atteint un niveau de diﬀ´ erenciation suﬃsamment ´ elev´ e8. Pour ce type
de march´ e multiproduit, la fonction de coˆ ut peut prendre des formes sp´ eciﬁques,
´ etudi´ ees plus pr´ ecis´ ement dans Baumol et al. [2]. Il faut en particulier diﬀ´ erencier
plusieurs types de synergie lorsqu’une multiplicit´ e de biens sont produits et dis-
cerner plusieurs sources de rendements croissants, ainsi on d´ eﬁnit des notions de
rendements d’´ echelles, qui portent sur la quantit´ e globale, des notions de rende-
ments d’envergure, qui portent sur des synergies transversales entre les biens. La
d´ eﬁnition de sous-additivit´ e donn´ ee plus haut prend en compte implicitement
tous ces aspects de rendements croissants. La connaissance de la structure des
coˆ uts est ainsi primordiale dans ce type d’approche, nous ne traiterons pas de
cette question qui se situe en amont de notre analyse. On se concentre principa-
lement sur l’approche par les jeux et on renvoie le lecteur aux ouvrages [2, 19]
pour une synth` ese de r´ esultats sur la th´ eorie de la ﬁrme.
6Dans le cas de la SNCF, les groupes d’agents se r´ epartissent entre diﬀ´ erentes cat´ egories
socio-professionnelles, les classes d’ˆ ages..., les diﬀ´ erents biens correspondent aux choix des
destinations, ` a des billets avec abonnements, aux p´ eriodes, type de standing...).
7Eﬀectivement, on ne peut, a priori, obtenir de tariﬁcations stables dans le sens d´ eﬁni plus
haut sans hypoth` ese de discrimination mais avec demandes individualis´ ees, ` a moins de poser
des hypoth` eses tr` es restrictives sur les fonctions de demandes et de coˆ ut, voir [7, 8, 11, 18].
8Dans le cas de la SNCF, chaque destination constitue ainsi un bien produit ` a part enti` ere
de l’activit´ e transport. Les biens ainsi d´ eﬁnis par leur caract´ erisitiques physiques et leurs
contingences spatio-temporelles sont relativement proches. Voir Siroen [21] pour une analyse
spatiale de la discrimination-diﬀ´ erenciation des march´ es contestables.
41.2 Stabilit´ e et d´ er´ eglementation
La question de l’ouverture des monopoles naturels ` a la concurrence int´ eresse
depuis longtemps les r´ egulateurs qui doivent proposer des recommandations
eﬃcaces et avantageuses socialement. N´ eanmoins, les notions de stabilit´ e que
nous avons choisies n’entrent pas forc´ ement dans cette logique. Faulhaber ([7]
p.967) le note d´ ej` a dans son article en rejetant toute association entre tariﬁcation
subsidy free et eﬃcacit´ e ou bien ˆ etre social :
”Note, however, that a subsidy free price structure is not necessarily
welfare maximizing; nor are we entitled to assume that such prices
are socially superior on grounds of social justice”.
Le type de situation monopolistique qui nous occupe ne doit rien ` a l’Etat, elle
est advenue naturellement du seul fait des conditions technologiques. La ques-
tion de l’ouverture du march´ e se pose alors crucialement mais les r´ eponses sont
loin d’ˆ etre unanimes en terme de bien ˆ etre social. La diﬃcult´ e tient au fait que le
monopole est plus eﬃcace en terme de production par rapport ` a tout autre com-
binaison de ﬁrmes, il semble d` es lors souhaitable qu’il garde sa position d’unique
fournisseur du march´ e. D’un autre cˆ ot´ e, comment garantir qu’il n’utilise pas sa
position dominante au d´ epens du consommateur en pratiquant une politique
tarifaire prohibitive? C’est ce type de dilemme qui survient dans les dossiers de
d´ er´ eglementation, l’Etat lui-mˆ eme ne sachant pas la nature r´ eelle des coˆ uts du
monopole ne peut a priori savoir si les prix pratiqu´ es sont excessifs. Plusieurs
cas r´ ecents de tentative d’actions en justice ont montr´ e que la question n’´ etait
pas tranch´ ee par les r´ egulateurs 9.
Baumol et al. [2] propose avec la th´ eorie des march´ es contestables une
premi` ere r´ eponse dans un cadre th´ eorique. Leur point de vue consiste ` a consid´ erer
l’ouverture du march´ e comme une force disciplinante qui agit sur le monopole
naturel en place, en imposant notamment une baisse de prix. Il s’en suit que
le monopole r´ epond ` a la menace d’ouverture en se positionnant sur des ta-
riﬁcations inattaquables, du type que nous allons ´ etudi´ ees. Le mod` ele et les
conclusions de ces auteurs ont eux-mˆ emes fait l’objet de nombreuse critiques et
d’approches alternatives, voir Siroen [21], Encaoua [5] et Encaoua et Moreaux
[6]. En premier lieu, les hypoth` eses du mod` ele de march´ e contestable o` u de
telles tariﬁcations stables sont exhib´ ees, sont tr` es limitatives. Plusieurs ´ etudes
empiriques ont montr´ e que l’ouverture de march´ e o` u certaines de ces hypoth` eses
n’´ etaient pas satisfaites (par exemple, la possibilit´ e d’innover), pouvait conduire
` a une baisse de bien ˆ etre. Les hypoth` eses faites sur le mode de concurrence des
ﬁrmes sont, elles aussi, sujettes ` a caution, en particulier l’absence de r´ eaction de
la ﬁrme en place face aux actions des ﬁrmes entrantes, une r´ eponse est apport´ ee
dans Encaoua et Moreaux [6] grace ` a une approche par les jeux non coop´ eratifs.
N´ eanmoins, le mod` ele de march´ e contestable formalis´ e par Baumol. et al.
reste ` a ce jour, une tentative r´ eussie pour expliquer la structure industrielle qui
peut se d´ egager d’un march´ e contestable. La situation soutenable peut ˆ etre vue
9Voir le proc` es intent´ e contre ATT dans les ann´ ees quatre-vingt, la ﬁrme fut accus´ ee d’uti-
liser des syst` emes de subventions crois´ ees, in Encaoua [5].
5comme le point de convergence du processus de concurrence qui s’engage apr` es
l’ouverture d’un march´ e. Enﬁn, si l’aspect normatif des tariﬁcations stables n’est
pas tranch´ e, le caract` ere pr´ edictif leur donne toute leur importance aux yeux des
r´ egulateurs. Apr` es avoir v´ eriﬁ´ e si certaines propri´ et´ es de stabilit´ e sont assur´ es
sur le march´ e, ces derniers peuvent en eﬀet pr´ evoir si l’on doit attendre des
forces du march´ e un d´ emant` element du march´ e de monopole naturel ou bien un
statu quo 10. Les r´ esultats qui suivent apportent une r´ eponse de ce type.
2 Le mod` ele
11 Le cadre ´ economique que nous choisissons est celui d’un march´ e contes-
table multiproduit o` u les ﬁrmes peuvent s´ eparer certains march´ es, nous d´ ecrivons
ici rapidement les hypoth` eses de base du march´ e contestable. On suppose ainsi
qu’il existe un march´ e de biens sur lequel seul un petit nombre d’entreprises
peut r´ ealiser une activit´ e de production viable. Cette restriction est li´ ee ` a la
pr´ esence de fonction de coˆ ut sous-additive qui rend plus eﬃcace la production
d’une certaine quantit´ e de biens par une seule ﬁrme plutˆ ot que par une com-
binaison de ﬁrmes. De l` a, on s’int´ eresse ` a la structure industrielle qui peut se
d´ egager sur ce march´ e.
Hypoth` ese 1 Le march´ e contestable est d´ eﬁni par un ensemble ﬁni
index´ e de biens L et un ensemble ﬁni et index´ e de demandes indi-
vidualis´ ees N qui repr´ esentent les agents par un l´ eger abus de ter-
minologie 12. Pour chaque agent a ∈ N, la fonction de demande Da
est une fonction continue, d´ eﬁnie sur R
LN




Par ailleurs, les analyses de march´ es contestables assument que la technologie
de production est accessible ` a toutes les ﬁrmes, c’est ` a dire que l’avantage que
peut tirer un monopole naturel sur ses concurrents ne correspond pas ` a un
avance technologique mais ` a une structure particuli` ere de la production qui est
inh´ erente au march´ e en question (la pr´ esence de rendements de croissants est
exog` ene) et toute ﬁrme entrante peut en b´ en´ eﬁcier.
10Voir Concurrence et r´ egulation des march´ es, in Les Cahiers Fran¸ cais, no. 313, La Docu-
mentation Fran¸ caise, (2003).
11Quelques notations usuelles que nous emploierons ici : X \ A = {x ∈ X | x / ∈ A}. Ordre
partiel vectoriel : pour tout x,y ∈ E, espace vectoriel de dimension L, x ≥ y si pour tout
k = 1...L, xk ≥ yk, x > y si pour tout k = 1...L, xk ≥ yk et il existe j tel que xj > yj, x  y
si pour tout k = 1...L, xk > yk. Soit X un ensemble ﬁni index´ e, on note RX l’espace Euclidien
dont les composantes sont index´ es par les ´ el´ ements de X, par un l´ eger abus de notation on
pose RXY := (RX)Y . Pour tout partie non vide S d’un ensemble ﬁni et index´ e X, ES d´ esigne
le sous-espace | S |-dimensionnel de RX d´ eﬁni par {x ∈ RX | xi = 0, i / ∈ S}. On notera
´ egalement xS la projection d’un ´ el´ ement de RX sur ES. On note <S l’ordre partiel restreint
` a ES, i.e. p0 <S p si et seulement et si p0
i ≤ pi pour tout i ∈ S avec au moins une in´ egalit´ e
stricte. On note · le produit scalaire usuel.
12Au lieu d’utiliser la terminologie d’agent, il vaudrait mieux parler de groupes de consom-
mateurs ou de march´ e s´ epar´ e ` a qui on associe la mˆ eme la mˆ eme fonction de demande. D` es
lors, A est l’ensemble des classes que la ﬁrme peut discerner, (ce qui est visible).
13On se place dans le cadre le plus g´ en´ eral de demandes qui d´ ependent de l’ensemble du
plan de tariﬁcation propos´ e au march´ e, i.e. la demande de l’agent i, Di, d´ epend du prix pj
propos´ e ` a l’agent j.
6Hypoth` ese 2 Toutes les ﬁrmes, qui ont acc` es au march´ e contes-
table, sont dot´ ees de la mˆ eme technologie de production, mat´ erialis´ ee
par une fonction de coˆ ut C, fonction continue d´ eﬁnie sur R
L
+ et ` a
valeurs dans R+
14.
Plus pr´ ecis´ ement, nous nous concentrerons principalement sur cette notion
de tariﬁcation dans un cadre o` u les ﬁrmes ont, en sus, la possibiblit´ e de diﬀ´ erencier
par les prix les diﬀ´ erents march´ es qu’elle maintient s´ epar´ es. Les ﬁrmes entrantes
disposent du mˆ eme avantage. La strat´ egie d’une ﬁrme est donc compl` etement
r´ esum´ ee par la tariﬁcation qu’elle propose et le choix des sous-march´ es sur les-
quels elle va intervenir.
Hypoth` ese 3 L’espace des prix de chaque ﬁrmes est R
LN
+ , c’est ` a
dire que les ﬁrmes sont en mesure de ﬁxer un prix pour tous les
march´ es s´ epar´ es.
Reprenons le sc´ enario chronologiquement pour ﬁxer les notations. On sup-
pose qu’il existe une ﬁrme en place en situation de monopole qui contrˆ ole plu-
sieurs march´ es s´ epar´ es qu’elle fournit en biens. Nous noterons N l’ensemble ﬁni
et index´ e d’agents, et L l’ensemble ﬁni et index´ e de biens produits par la ﬁrme
avec une technologie de production d´ ecrite par la fonction de coˆ ut C (pour
tout d ∈ R
L
+, C(d) est le coˆ ut induit pour produire le panier d). On impose
` a la ﬁrme d’ˆ etre full supplier, c’est ` a dire qu’elle est dans l’obligation de four-
nir int´ egralement la demande induite par le prix qu’elle a ﬁx´ e sur le march´ e,
nous noterons D la fonction de demande (pour tout a ∈ N, Da(p) ∈ R
L
+ (resp.
Da(p)b) est le vecteur des demandes des clients de type a (la demande pour le
type a en bien b) lorsque la ﬁrme pose un prix p ∈ R
LN
+ ), on notera ´ egalement
Da(p)B ∈ EB
+ la projection du vecteur de demande sur le panier compos´ e des
biens B, pour B ⊆ L 15.
On suppose maintenant que le march´ e, anciennement prot´ eg´ e, est ouvert
` a la concurrence sans contraintes particuli` eres. On parle alors de libre entr´ ee,
les ﬁrmes entrantes ne sont soumises ` a aucun coˆ ut d’entr´ ee ou de sortie, elles
peuvent par ailleurs choisir d’entrer sur une part de march´ e particuli` ere, que
ce soit au niveau de la client` ele (i.e. une partie de l’ensemble N) ou de l’oﬀre
commerciale (i.e. une partie de l’ensemble L). La seule contrainte li´ ee ` a leur
activit´ e concerne l’obligation d’ˆ etre full supplier, tout comme la ﬁrme en place.
Notons N, l’ensemble des parties non vides de N, et L l’ensemble des parties
non vides de L, les ﬁrmes entrantes peuvent donc choisir ` a la fois un segment
14Depuis peu, l’activit´ e de transport ferroviaire en France a ´ et´ e scind´ ee en deux entit´ es,
d’une part, l’infrastructure (le r´ eseau en place qui correspond aux coˆ uts ﬁxes) a ´ et´ e conﬁ´ ee ` a
R´ eseau Ferr´ e de France (RFF) tandis que l’exploitation commerciale est rest´ ee l’exclusivit´ e de
la SNCF. Dans le cas d’une ouverture du march´ e, la SNCF pourrait cohabiter avec plusieurs
nouveaux entrants qui pourront utiliser le mˆ eme r´ eseau (fourni par RFF), l’entr´ ee se fera
donc ` a coˆ ut ﬁxe presque nul puisqu’il s’agit seulement pour les entrants de commercialiser
du service-transport. On peut par ailleurs trouver une source de sous-additivit´ e des coˆ uts
dans l’exploitation commerciale du fait de la structure d’un r´ eseau ferr´ e qui dessert plusieurs
destinations sur un mˆ eme trajet.
15Voir Mirman et al [9] ou Baumol et al. [2] pour des analyses en partial supplier, i.e. des
march´ es o` u les ﬁrmes peuvent fournir un niveau d ≤ D(p) lorsqu’elles posent un prix p.
7de client` ele dans N et se positionner sur certains biens dans L, nous poserons,
par abus de notation, AB un ´ el´ ement de NL := {(S,T) | S ∈ N, T ∈ L} ainsi
la ﬁrme entrante, en se positionnant sur les sous-march´ es AB ∈ NL, s’engage
` a fournir la demande de tous les march´ es a ∈ A pour tous les biens b ∈ B.
La concurrence se fait alors par les prix. Dans le cas de la solution dite de
soutenabilit´ e qui correspond ` a une impossibilit´ e d’entr´ ee par le biais d’une tari-
ﬁcation strat´ egique, la ﬁrme entrante doit r´ epondre aux crit` eres suivants : elle
choisit les sous-march´ es AB ∈ NL, une tariﬁcation p0 et distribue les biens dab,
ab ∈ AB. La ﬁrme est full supplier, i.e. dab = Da(p0)b, elle assure un ´ equilibre
budg´ etaire, i.e. les recettes induites par les ventes des paniers dab couvrent le
coˆ ut associ´ ee ` a la production des ces biens, et la tariﬁcation est pr´ ef´ er´ ee par les
clients de la coalition A sur le panier B, i.e. p0
a <B pa pour tout a ∈ A.
2.1 Tariﬁcations stables
Nous sommes maintenant en position de pr´ esenter formellement les crit` eres
de stabilit´ e qui vont nous occuper dans la suite de ce travail. On reprend l’ar-
ticulation habituelle pour ce type de litt´ erature. Ainsi, dans un premier temps
on d´ eﬁnit la notion de tariﬁcation subsidy free, crit` ere de stabilit´ e interne qui
assure qu’il n’existe pas de subventions crois´ ees sur le march´ e. Dans un second
temps, on introduit la notion de soutenabilit´ e, crit` ere externe, qui correspond ` a
la cl´ e de voute de la th´ eorie des march´ es contestables 16.
Egalement, on se focalise sur deux types d’entr´ ee. L’entr´ ee ` a une voie o` u les
ﬁrmes entrantes ont le choix de leurs march´ es mais s’engage ` a fournir tous les
biens. L’entr´ ee ` a deux voies correspond au mod` ele d´ ecrit pr´ ec´ edemment o` u les
ﬁrmes entrantes choisissent leurs sous-march´ es parmi les march´ es et les biens
simultan´ ement. Les possibilit´ es d’entr´ ee ´ etant plus simples dans le cas d’entr´ ee
` a deux voies, la tariﬁcation stable est, elle, plus diﬃcile ` a atteindre pour la
ﬁrme en place, i.e. l’existence d’une tariﬁcation stable avec entr´ ee ` a deux voies
implique l’existence de la tariﬁcation stable avec entr´ ee ` a une voie.
D´ eﬁnition 1 (Subsidy free) Un prix p ∈ R
LN
+ est subsidy free avec entr´ ee ` a
16On se focalise principalement sur les tariﬁcations subsidy free et soutenables alors qu’il
existe d’autres notions relativement proches, selon la terminologie en vigueur il s’agit de
tariﬁcations anonymous equitable et supportable, voir [13].





a∈N pa · da = C(
P
a∈N da)
da = Da(p) pour tout a ∈ N. P
a∈A pa · da ≤ C(
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a∈A da) pour tout A ∈ N.
Un prix p ∈ R
LN
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a∈N da)
da = Da(p) pour tout a ∈ N. P




a ) pour tout AB ∈ NL.
Du point de vue des agents (dans le cas d’entr´ ee ` a deux voies) pris comme
un syst` eme auto-organis´ e, il s’agit d’un prix qui induit une impl´ ementation
(pa ·da)a∈N correspondant ` a la d´ epense des agents, la contribution individuelle
dans le paiement total correspond exactement ` a la demande induite par le prix
(la ﬁrme est full supplier). Par ailleurs, le vecteur (pa · Da(p))a∈N v´ eriﬁe la
condition d’absence de subventions crois´ ees. C’est ` a dire que, pour tout AB ∈
NL, le coˆ ut associ´ e ` a la demande de ces sous-march´ es est plus cher que ce qui
est pay´ e eﬀectivement par le groupe
P
a∈A pa · Da(p)B.
Du point de vue de la ﬁrme, il s’agit d’un prix budg´ etairement r´ ealisable
tel qu’il n’existe pas de secteur b´ en´ eﬁciaire pour en ﬁnancer un autre, qui,
lui, est d´ eﬁcitaire. C’est pourquoi on parle de stabilit´ e interne, aucune fraction
interne (une ﬁliale par exemple) ` a la ﬁrme ne peut ”r´ eclamer” l´ egitimement un
dˆ u particulier du fait d’une contribution trop grande. Par ailleurs, on retrouve
cette notion de subventions crois´ ees au centre de pol´ emique sur des pratiques
anti-concurentielles li´ e ` a l’abus du pouvoir de monopole, la tariﬁcation subsidy
free peut ainsi constituer un premier crit` ere devant ˆ etre v´ eriﬁ´ e par un monopole
naturel 18. Notons enﬁn, que ce premier concept apparaˆ ıt tr` es attrayant pour un
r´ egulateur du fait de son caract` ere pratique. Il est en eﬀet relativement ais´ e de
v´ eriﬁer qu’un prix est subsidy free (nombre ﬁni d’in´ egalit´ es). Nous allons voir
que ce n’est pas le cas pour le concept de soutenabilit´ e que nous introduisons
maintenant de mani` ere formelle 19.
17Faulhaber et Levinson [8] ont ´ etudi´ e un mod` ele similaire de ﬁrme multiproduit et groupes
de consommateurs, sans hypoth` ese de discrimination, i.e. avec notre formalisme, un prix p ∈
RL









a∈A Da(p) ≤ C(
P
a∈A Da(p)) pour tout A ∈ N.
Dans le cas de la SNCF, la ﬁrme entrante s’engage ` a fournir les mˆ emes destinations que la
ﬁrme en place, par contre elle peut se positionner sur une fraction particuli` ere de la client` ele.
Dans le cas d’entr´ ees ` a deux voies, elle peut se positionner ´ eventuellement sur les destinations
avantageuses.
18L’industrie a´ eronautique fournit un bon exemple de tariﬁcation qui n’est pas subsidy free.
On pouvait en eﬀet retrouver ce type de pratique dans les tariﬁcations de vente d’avions
Boeing o` u la gamme des gros porteurs 747 pour lesquels la ﬁrme poss´ edait un avantage
monopolisitique ´ etaient tarif´ e ` a un prix tr` es ´ elev´ e ce qui permettait de brader le reste de
la gamme qui, elle, ´ etait soumise ` a une pression concurrentielle plus forte.
19Voir Bendali et al. [3] pour un algorithme exhibant toutefois des tariﬁcations soutenables.
9Lorsqu’une d´ er´ egl´ ementation intervient, i.e. des ﬁrmes entrantes (les concur-
rents) ont la possibilit´ e (le droit) d’entrer sur le march´ e, on peut ´ egalement
supposer qu’elles sont en position de ﬁxer les prix par elles-mˆ emes sans suivre la
tariﬁcation en place tel que le d´ ecrit les d´ eﬁnitions pr´ ec´ edentes. C’est la teneur
de la tariﬁcation soutenable o` u les ﬁrmes choisissent une tariﬁcation pr´ ef´ er´ ee
par les agents du sous march´ e. On choisit, pour cette notion de pr´ ef´ erence, un
crit` ere simple, le prix p0 est pr´ ef´ er´ e ` a p pour un agent a si p0
a < pa
20.
D´ eﬁnition 2 (Soutenabilit´ e) 21 Un vecteur prix p ∈ R
LN
+ est soutenable
pour l’entr´ ee ` a une voie si :
1.
P
a∈N pa · da = C(
P
a∈N da).
2. da = Da(p) pour tout a ∈ N.
3. Il n’existe pas (A ∈ N,p0 ∈ R
LN












a = Da(p0) pour tout a ∈ N.
p0
a < pa pour tout a ∈ A.
Un vecteur prix p ∈ R
LN
+ est soutenable pour l’entr´ ee ` a deux voies si :
1.
P
a∈N pa · da = C(
P
a∈N da).
2. da = Da(p) pour tout a ∈ N.
3. Il n’existe pas (AB ∈ NL,p0 ∈ R
LN












a = Da(p0) pour tout a ∈ N.
p0
a <B pa pour tout a ∈ A.
20Relations de pr´ ef´ erences. Implicitement, nous avons consid´ er´ e des ﬁrmes qui, tout
en discernant les agents et leurs demandes (hypoth` ese de discrimination), n’utilisent pas
compl` etement cette information pour rentrer sur le march´ e. On utilise dans ce papier, la
relation de pr´ ef´ erence sur les prix partielle : le prix p0 est pr´ ef´ er´ e p par A, not´ e p0 
part.
A p
si et seulement si : p0
x < px pour tout x ∈ A. 
part.
A exprime en fait un crit` ere de d´ ecision
simpliste qui subordonne la pr´ ef´ erence d’une tariﬁcation par rapport ` a une autre ` a l’ordre
partiel des prix. Economiquement, ce cas peut correspondre ` a la situation d’un march´ e sur
lequel la ﬁrme entrante n’a pas d’information sur les fonctions de demande. Elle ne dispose
alors que d’une strat´ egie grossi` ere, positionner ses prix adress´ es ` a une coalition dans l’orthant
inf´ erieur par rapport aux vecteur prix de la ﬁrme en place.
On peut toutefois int´ egrer des strat´ egies d’entr´ ee plus ´ elabor´ ees qui prennent en compte les
pr´ ef´ erences des agents. Dans le cadre d’analyses en ´ equilibre partiel, les fonctions de demandes
peuvent se d´ eduire comme suit : Dx(p) := argmax{vx(d) − px · dx | dx ∈ RL
+} o` u vx est une
fonction concave. Les conditions n´ ecessaires d’optimalit´ e pour les solutions int´ erieures nous
donnent alors : ∇vx(dx) = px Cette demande est bien ind´ ependante du revenu initial. On note
S le surplus du consommateur (Voir Vives [22] ch.3 pour les propri´ et´ es de la fonction de surplus
S.) : S(p)x := vx(D(p)) − px · D(p)x. Les agents ﬁxent ici leurs demandes ind´ ependamment.
La fonction Dx d´ epend seulement de px. On peut alors d´ eﬁnir une relation de pr´ ef´ erence
sur les prix compl` ete : le prix p0 est pr´ ef´ er´ e ` a p par A, not´ e p0 
comp.
A p ssi : S(p0)x >
S(p)x, pour tout x ∈ A. Cette relation d´ eﬁnit un ordre total dans l’espace des prix en se
fondant beaucoup plus directement sur les pr´ ef´ erences des agents et plus particuli` erement sur
le surplus du consommateur. La relation suppose ici que l’information concernant le march´ e est
parfaite. Les ﬁrmes entrantes disposent alors de possibilit´ es plus larges en termes de strat´ egies.
21Les d´ eﬁnitions diﬀ` erent l´ eg` erement selon les auteurs, voir Baumol et al. [11], Mirman et
al. [9] ou Ten Raa [14].
10La premi` ere condition garantit un ´ equilibre budg´ etaire, la deuxi` eme est une
condition de full supplier. La troisi` eme mod´ elise explicitement la notion de
stabilit´ e : aucune ﬁrme ne peut s’accaparer les sous-march´ es AB, pour tout
AB ∈ NL, en proposant une tariﬁcation pr´ ef´ er´ ee et en restant viable.
La condition de soutenabilit´ e est beaucoup plus forte que celle de subsidy
free. Si la d´ eﬁnition de tariﬁcation subsidy free peut ˆ etre vue comme un crit` ere
interne, la soutenabilit´ e, elle, assure une stabilit´ e externe, le march´ e est prot´ eg´ e
int´ egralement de toute concurrence venant de l’ext´ erieur, apr` es une ouverture
li´ ee au processus de d´ er´ eglementation, par exemple. Ainsi un tel positionnement
peut apparaˆ ıtre souhaitable aux yeux de la ﬁrme en place, et on retrouve l’id´ ee
de force disciplinante de la contestabilit´ e qui impose aux ﬁrmes d’abaisser leur
prix jusqu’` a ce seuil limite.
3 Existence de tariﬁcations stables
A partir des r´ esultats de l’Appendice (notions de cost games et polytopes
param´ etr´ es), on propose dans cette section de donner quelques th´ eor` emes d’exis-
tence pour les tariﬁcations stables dans des cas d’entr´ ee ` a deux voies ou ` a voie
simple. Autant que faire se peut, on relie ces r´ esultats ` a la litt´ erature existante,
dans un second temps.
On commence par traiter le cas de tariﬁcation susidy free, puis on d´ eduit
l’existence de tariﬁcation soutenable dans un cadre plus restrictif, dit de march´ e
r´ egulier.
Ces r´ esultats exhibent des conditions suﬃsantes d’existence de tariﬁcation
en ramenant le probl` eme ` a une condition sur les cœurs des cost games. Ils
n´ ecessitent en eﬀet une propri´ et´ e particuli` ere de la fonction de coˆ ut qui doit
v´ eriﬁer qu’un partage ´ equitable est possible pour toute structure de demande :
D´ eﬁnition 3 La fonction de coˆ ut C v´ eriﬁe la propri´ et´ e de fair sharing sur N
(resp. sur NL) si pour tout da ∈ R
L
+, a ∈ N, il existe q ∈ R
L
+ (resp. q ∈ R
LN
+ )
tel que :  P
a∈N qa = C(
P
a∈N da) P
a∈A qa ≤ C(
P
a∈A da) pour tout A ∈ N.
(resp.
 P
a∈N qa = C(
P
a∈N da) P
ab∈AB qab ≤ C(
P
a∈A dB
a ) pour tout AB ∈ NL. )
3.1 Tariﬁcation subsidy free
On ´ enonce tout d’abord un r´ esultat d’existence pour une tariﬁcation subsidy
free dans le cas d’un march´ e avec ﬁrmes multiproduits qui entrent sur le march´ e
N ` a une voie.
11Proposition 1 Sous les hypoth` eses 22
1. Pour tout a ∈ N, p ∈ R
LN
+ on a Da(p)  0.
2. Il existe λ > 0, tel que pour tout d ∈ R
L
+, C(d) ≤ λmin{db | b ∈ L}.
3. La fonction de coˆ ut est fair sharing sur N.
Il existe une tariﬁcation subsidy free avec entr´ ee simple.
Preuve. On pose, pour tout A ∈ N et p ∈ R
LN
+ , ψA(p) = C(
P
a∈A Da(p)) et
φa(p) = Da(p). Il reste ` a v´ eriﬁer l’hypoth` ese 1. de la Proposition 6 de l’Appen-
dice, on remarque pour cela que :
min{Da(p)b | b ∈ L}
X
b∈L
pab ≤ pa · D(p)a ≤ C(Da(p)) ≤ λmin{Da(p)b | b ∈ L}
On voit imm´ ediatement que
P
b∈L pab ≤ λ, nous notons Ka, le pav´ e induit, i.e.
Ka = [0,λ]L. On peut alors appliquer la Proposition 6 aux fonctions d´ eﬁnies
plus haut ce qui donne le r´ esultat. 
Reprenons le cas du mod` ele d’entr´ ee ` a deux voies. On obtient sym´ etriquement
au r´ esultat pr´ ec´ edent, la proposition suivante :
Proposition 2 Sous les hypoth` eses :
1. Pour tout a ∈ N, p ∈ R
LN
+ on a Da(p)  0.
2. Il existe λ > 0, tel que pour tout b ∈ L, tout d ∈ R
L
+, C(d{b}) ≤ λdb.
3. La fonction de coˆ ut est fair sharing sur NL.
Il existe une tariﬁcation subsidy free avec double entr´ ee.
Preuve. On utilise la Proposition 7 de l’Appendice et les arguments de la preuve
pr´ ec´ edente. 
Les conditions 1. et 2. des r´ esultats constituent une condition technique de
bord, on peut n´ eanmoins tenter d’interpr´ eter l’hypoth` ese de majoration. On
peut voir λ comme un prix limite. La condition nous dit alors que, pour toute
demande sur un sous-march´ e quelconque, il existe un prix λ tel que le client
paie l’achat du bien plus cher que ce qu’il ne coˆ ute r´ eellement ` a l’entreprise.
En d’autres termes, la ﬁrme peut s’assurer un proﬁt positif pour tout niveau de
demande ´ emanant d’un sous-march´ e.
La condition 3. est ind´ ependante des fonctions de demandes et porte seule-
ment sur la fonction de coˆ ut. Elle assure que sur le march´ e entier, il existe une
r´ epartion ´ equitable du coˆ ut de la demande parmi les clients, au sens o` u, pour ce
type de r´ epartititon des coˆ uts, aucune coalition ne peut s’assurer un surplus de
22La condition 3. est en fait une condition de non vacuit´ e du cœur d’un cost game associ´ e.
Elle peut s’´ ecrire (voir Appendice) : pour tout prix p ∈ RLN
+ , pour toute famille balanc´ ee S










12richesse si elle d´ ecide de se fournir seule. On obtient un prix subsidy free ` a partir
de cette propri´ et´ e sur les coˆ uts, les deux notions ´ etant li´ ees. En eﬀet, un prix
subsidy free est une tariﬁcation v´ eriﬁant la propri´ et´ e de fair sharing et telle que
les recettes et les demandes associ´ ees aux sous-march´ es soient toutes les deux
induites par ce prix. Inversement, le programme v´ erif´ e pour la propri´ et´ e de fair
sharing correspond en fait ` a du subsidy free pour des demandes constantes.
Sharkey [18] et Baumol et al. [2] ont ´ etudi´ e ce type de fonctions coˆ ut et ont
propos´ e des conditions suﬃsantes pour que la condition 3. soit v´ eriﬁ´ ee. On peut
notamment utiliser une hypoth` ese dite de cost complementarities :
C(x + z) − C(x) ≥ C(x + y + z) − C(x + y) pour tout x,y,z ≥ 0
On renvoie le lecteur ` a ces r´ ef´ erences pour une justiﬁcation ´ economique.
3.2 Tariﬁcation soutenable
Nous r´ ealisons un lien avec la soutenabilit´ e en introduisant une hypoth` ese
de march´ e r´ egulier qui nous permet alors de tirer partie des propositions, cette
mani` ere de proc´ eder est relativement habituelle dans la litt´ erature (par exemple
Bendali et al. [3], Mirman et al. [9] ou Ten Raa [14]).
Nous imposons une condition suﬃsante pour que le prix ne soit jamais do-
min´ e, la condition porte sur la fonction de proﬁt. Pour atteindre la stabilit´ e,
on force ainsi le la tariﬁcation subsidy free en contrˆ olant les eﬀets prix. Comme
pr´ ec´ edemment, on traite les deux types d’entr´ ee.
On d´ eﬁnit la fonction de proﬁt associ´ ee ` a chaque coalition :
ΠAB : p −→
X
a∈A




D´ eﬁnition 4 Le march´ e est r´ egulier si pour toute coalition S (partie de N ou
de NL suivant le cas d’entr´ ee consid´ er´ e), la propri´ et´ e suivante est v´ eriﬁ´ ee :
K ∩ {ΠS > 0} = K ∩ ({ΠS = 0} + R
LN
++)
La notion de r´ egularit´ e est une version aﬀaiblie de l’hypoth` ese habituelle de
croissance du proﬁt. On impose seulement que les proﬁts restent positifs sur un
certain ensemble li´ e aux prix subsidy free. On fait alors correspondre les deux
ensembles de tariﬁcation sur K sous l’hypoth` ese de r´ egularit´ e. Le lemme suivant
est vrai pour les deux types d’entr´ ee que nous consid´ erons dans cet article.
Lemme 1 Sous l’hypoth` ese de march´ e r´ egulier, les deux aﬃrmations suivantes
sont ´ equivalentes :
1. p est subsidy free.
2. p est stable.
13Preuve. On v´ eriﬁe le lemme pour le cas des entr´ ees ` a une voie.
2. ⇒ 1. Supposons par l’absurde que p ne v´ eriﬁe pas 1., i.e. : il existe A ∈ N
tel que
P
a∈A px·dx > C(
P
x∈A dx) o` u da = Da(p) pour tout a ∈ A. La fonction
de demande est born´ ee en 0, donc :
P
a∈A pa · da < C(
P
a∈A da) en p = 0. Par






a) o` u d0
a = Da(p0) pour tout a ∈ N. On en d´ eduit que
le prix p n’est pas soutenable, ce qui est une contradiction. .
1. ⇒ 2. (on traite le cas avec entr´ ee simple, le cas avec entr´ ee ` a deux voies
est sym´ etrique). Puisque le prix p est subsidy free, il suﬃt de v´ eriﬁer qu’au-
cune coalition ne peut bloquer ce prix p. La condition d’absence de subventions









a = Da(p0) pour tout a ∈ A. Donc le vecteur
prix p est soutenable. 
Dans Bendali et al. [3], les auteurs supposent que la demandes sont stricte-
ment d´ ecroissantes par rapport au prix. Dans Mirman et al. [9] une hypoth` ese
plus faible est utilis´ ee, ils supposent une croissance stricte des proﬁts par raport
aux prix. L’hypoth` ese de r´ egularit´ e est la plus faible, on se limite d’une part ` a un
espace de prix born´ e (le pav´ e K), par ailleurs, l’hypoth` ese de stricte positivit´ e
du proﬁt reste consistante pour des ﬁrmes dont les proﬁts suivent un ”courbe
en cloche”.
Th´ eor` eme 1 Si le march´ e est r´ egulier et sous les hypoth` eses de la Proposition
1 (resp. Proposition 2), il existe une tariﬁcation soutenable avec entr´ ee ` a une
voie (resp. ` a deux voies).
Ce r´ esultat g´ en´ eralise le mod` ele de Bendali et al. [3] au cas multidimensionnel.
Ces auteurs consid` erent le cas o` u les coalitions se r´ esument ` a l’ensemble des
parties non vides d’agents, et le nombre de biens produits par chaque ﬁrme
du march´ e est r´ eduit ` a 1. La condition de majoration 2. de la Proposition 2
s’´ ecrit, dans le r´ esultat de Bendali et al. (avec nos notations), avec une norme
euclidienne :
∃λ0 > 0, ∀p ∈ R
N
+, C(d) ≤ λ0N(D(p))
o` u N d´ esigne la norme euclidienne. On peut v´ eriﬁer que la condition que nous
utilisons est bien ´ equivalente au sens des normes, dans le cas unidimensionnel,
d` es que C est sous additive et D ≥ 0. On am´ eliore donc leur r´ esultat d’exis-
tence grace ` a l’hypoth` ese de r´ egularit´ e aﬀaiblie (ils supposent des demandes
strictement d´ ecroissantes).
Nous terminons cette section par quelques remarques concernant la litt´ erature
existante.
Remarque 1 Le mod` ele d’entr´ ee ` a deux voies est relativement souple. On peut
en eﬀet se ramener au cadre des mod` eles sans discrimination, avec demandes
globales, monoproduit avec discrimination, multiproduit mais positionnement
sur la gamme enti` ere... Ces mod` eles sont obtenus comme des cas particuliers
du notre. Par exemple, si N est un singleton, on retrouve le mod` ele canonique
de Baumol et al. [2] de ﬁrmes multiproduits avec demandes globales. Dans ce
14cadre, les coalitions correspondent ` a certaines gammes de produits sur laquelle
la ﬁrme entrante peut se positionner. Similairement, si on impose que L = {L},
l’entr´ ee se fait seulement par rapport ` a un positionnement sur certaines classes
de clients, mais la ﬁrmes s’engagent ` a fournir la mˆ eme gamme de produits, c’est
` a dire ` a proposer des oﬀres pour les march´ es ´ eventuellement d´ eﬁcitaires 23.
Remarque 2 Il existe une litt´ erature plus abondante pour le mod` ele de ﬁrme
multiproduit avec demande globale, la tariﬁcation subsidy free pour ce type
d’entr´ ee et de march´ e a ´ et´ e ´ etudi´ ee par Faulhaber [7]. Dans Faulhaber, le r´ esultat
g´ en´ eral est obtenu pour des demandes in´ elastiques (ind´ ependance par rapport
aux prix), le probl` eme de tariﬁcation subsidy free se ram` ene alors ` a la non
vacuit´ e du cœur du cost game induit, c’est ` a dire ` a l’existence de fonction de coˆ ut
fair sharing. Dans le cas g´ en´ eral de demandes ´ elastiques, il montre qu’il n’existe
pas a priori de tariﬁcations subsidy free, voir son contre-exemple. Faulhaber
et Levinson [8] donnent un r´ esultat de tariﬁcations anonymous equity pour des
demandes ind´ ependantes entre elles et sous des hypoth` eses de convexit´ e de la
fonction de coˆ ut. Un argument de point ﬁxe tr` es proche du notre m` ene au
r´ esultat.
Les conditions de soutenabilit´ e ont ´ et´ e ´ etudi´ ees par Panzar et Willig [11],
Mirman et al. [9] et Ten Raa [14]. Le r´ esultat le plus g´ en´ eral a ´ et´ e propos´ e
dans Ten Raa [14] qui montre l’existence de soutenabilit´ e sous des hypoth` eses
de convexit´ e de la fonction de coˆ ut (hypoth` ese de coˆ ut compl´ ementaire) et
d’ind´ ependance des biens.
Remarque 3 Un argument de point ﬁxe a d´ ej` a ´ et´ e utilis´ e pour d´ eriver l’exis-
tence d’un prix anonymous equitable, Ten Raa [13], la correspondance n´ ecessitait
des conditions plus fortes, La condition 1. des Propositions 1 et 2 est remplac´ ee
par : il existe un seuil de consommation  > 0 tel que D(p)   et la demande
est normale. Posons P la correspondance suivante :
P(d) =
(
s ∈ E |
X
x∈X
sx · dx = C(
X
x∈X
dx); ∀S ∈ X
X
x∈S





Les ´ el´ ements de cette correspondance sont appel´ es core pricing. L’hypoth` ese
introduite implique l’existence d’un compact convexe E tel que le core pricing
soit d´ eﬁni de E dans E. D’apr` es la semi continuit´ e de D, il existe un compact
convexe F qui contient D(E). On d´ eﬁnit alors une correspondance F de E × F
dans lui-mˆ eme : F(p,d) = P(d) × D(p), cette correspondance admet un point
ﬁxe, qui est exactement la tariﬁcation anonymous equitable.
Remarque 4 Comme cela est not´ e dans Sharkey [18], l’´ etude des cost games
pour appr´ ehender les notions de tariﬁcations stables fait abstraction des fonc-
tions de demandes. Pour prendre en compte ces pr´ ef´ erences individuelles, on
23Dans le cas de la SNCF, il s’agirait d’une ouverture ` a la concurrence qui prot` egerait les
petites lignes d´ eﬁcitaires du r´ eseau.
15peut alors g´ en´ eraliser le cost game, ainsi au lieu de consid´ erer comme fonc-
tion caract´ eristique la fonction de cˆ out, on peut int´ egrer ` a cette derni` ere le
surplus du consommateur. Sharkey d´ eﬁnit de cette mani` ere des beneﬁt games
et des welfare games. L’existence de tariﬁcations stables est alors garantie,
tout en assurant un ´ equilibre entre les hypoth` eses sur la technologie de pro-
duction et celles portant sur les pr´ ef´ erences. Les fonctions caract´ erisitiques
prennent alors la forme suivante, par exemple pour le cas des beneﬁt games :
vT = maxS∈X
P
i∈T ui(S) − C(S)
	
. Les r´ esultats de la Section 4 sur les poly-
topes param´ etr´ es permettent ´ egalement de traiter ces g´ en´ eralisations des cost
games o` u les fonctions de coˆ ut prennent en compte les pr´ ef´ erences des agents.
4 Appendice
4.1 Quelques propri´ et´ es imm´ ediates
Sans surprise, on retrouve quelques propri´ et´ es d´ ej` a mises en exergue dans le
cas non discrimin´ e (voir [2, 19]), les trois propositions suivantes donnent ainsi
un premier aper¸ cu des notions de stabilit´ e qui nous occupent ici. On ´ enonce les
propri´ et´ es pour le cas d’entr´ ee ` a une voie, le lecteur peut v´ eriﬁer que l’on peut
obtenir sym´ etriquement les mˆ emes r´ esultats dans le cas d’entr´ ee ` a deux voies.
La fonction de coˆ ut est sous-additive en y si, pour tout P une partition de




i∈A yi) ≥ C(
P
i∈N yi) pour tout yi ∈ RL
+, i ∈ N.
Nous avons la condition n´ ecessaire suivante qui rend bien coh´ erente notre
approche par la th´ eorie des march´ es contestables dans les monopoles naturels.
Proposition 3 Si p est un prix subsidy free, la fonction de coˆ ut est sous-
additive en D(p).
Preuve. Il suﬃt de v´ eriﬁer la sous-additivit´ e pour une partition de N de type
{A,B}
Si p est subsidy free pour D, le vecteur (pa · Da(p))a∈N v´ eriﬁe la condition ”no
cross subsidies” pour A et B donc :
X
a∈A∪B







et par hypoth` ese on a :
X
a∈A∪B




Donc C est bien sous-additive en D(p). 
Le prix p est non domin´ e si il n’existe pas de prix p0 < p qui assure un







a) o` u d0
a =
Da(p0) pour tout a ∈ N.
Nous pr´ ecisons la notion de stabilit´ e grace aux deux conditions n´ ecessaires
suivantes :
16Proposition 4 Supposons que la recette p · Da(p) soit d´ eﬁnie en 0 alors, si le
prix p est soutenable, les deux conditions suivantes sont v´ eriﬁ´ ees :
1. Le prix p est subsidy free.
2. p est non domin´ e.
Preuve. 1. Voir Lemme 1.
2. Evident d’apr` es la d´ eﬁnition de la soutenabilit´ e. 




N\A) = Da(p) pour tout a ∈ A. Les biens sont ind´ ependants si pour
tout p et p0, tels que p0
a < pa, pour a ∈ N, on a Da(p0) ≥ Da(p).
Proposition 5 Si les demandes sont ind´ ependantes, si les biens sont aussi
ind´ ependants et si la fonction de coˆ ut est convexe (voir Section 4.2) alors un
prix p non domin´ e et subsidy free est soutenable.
Preuve. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une coalition A ∈ N
et un vecteur p0
a <A pa pour tout a ∈ A, tels que l’´ equilibre budg´ etaire soit
r´ ealis´ e. Par hypoth` ese on a :
 P





a∈A pa · Da(p) ≤ C(
P
a∈A Da(p))
En soustrayant les deux´ equations on obtient :
P





a∈A Da(p)) (∗). Puisque les biens sont ind´ ependants, la convexit´ e de C











a∈N−A Da(p)) − C(
P
a∈A Da(p0)).































a∈A Da(p0)). Mais, comme
P
a∈A p0
a · Da(p0) = C(
P





















a∈N Da(p00)) o` u p” = (p0
A,pN−A). Le prix p” domine p, ce qui
donne une contradiction. 
4.2 Jeux coop´ eratifs avec paiements lat´ eraux et polytopes
param´ etr´ es
Cette section est consacr´ ee ` a l’approche par les jeux coop´ eratifs avec paie-
ments lat´ eraux. On propose un traitement g´ en´ eral sous forme de polytopes pa-
ram´ etr´ es qui permet d’englober l’ensemble des mod` eles de tariﬁcations stables,
quels que soient les types d’entr´ ee ou les possibilit´ es de discrimination.
17Le sens des in´ egalit´ es se trouvent parfois invers´ ees par rapport aux d´ eﬁnitions
habituelles du fait d’un raisonnement sur les coˆ uts (on cherche ` a minimiser). On
note J(X,v) le jeu coop´ eratif avec paiements lat´ eraux o` u X d´ esigne l’ensemble
des joueurs et v : X → R+ la fonction caract´ eristique, o` u X d´ esigne l’ensemble
des parties non vides de X. La fonction v v´ eriﬁe : v(∅) = 0 et v(A) ≤ v(B) pour
tous A ⊆ B. Le jeu est dit sous-additif si : v(A∪B) ≤ v(A)+v(B) pour tous A,B
tels que A∩B = ∅. Le jeu est dit convexe si : v(S∪A)−v(A) ≥ v(S∪B)−v(B)
pour tous S,A,B tel que A ⊆ B. Le vecteur q ∈ R
S
+ est une imputation sur
S ∈ X si
P
x∈S qx ≥ v(S), ce vecteur est domin´ e sur S par q0 si q0 est une impu-
tation telle que q0 <S q. Le coeur du jeu est l’ensemble des imputations sur X qui







x∈X qx = v(X);
P
x∈S qx ≤ v(S) ∀S ∈ X
o
. Une fa-





S∈S λS = 1. Le jeu (X,v) est balanc´ e si pour toute famille balanc´ ee S,
on a :
P
S∈S λSv(S) ≥ v(X). On rappelle maintenant la caract´ erisation donn´ ee
par Bondareva et Shapley [4, 15].
Th´ eor` eme 2 (Bondareva-Shapley(1963-67)) Le jeu (X,v) a un coeur non
vide si et seulement si le jeu est balanc´ e.
L’id´ ee naturelle du cost game est de reprendre ce formalisme en associant
` a un jeu les donn´ ees du march´ e. C’est ` a dire que la fonction caract´ eristique
d´ erive directement de la fonction de coˆ ut, et les imputations sur la coalition
A correspondent alors aux recettes induites par les agents de la coalition qui
acceptent de payer la somme qa, pour tout a ∈ A, la ﬁrme, elle, doit faire face
au coˆ ut induit par les demandes da des agens a ∈ A.
D´ eﬁnition 5 (Cost games) Le cost game, not´ e (N,C,d) (resp. (LN,C,d)),
est le jeu qui ` a d associe le jeu coop´ eratif J(N,v) (resp. J(LN,v)) o` u v(A) =
C(
P
a∈A da) pour tout A ∈ N (resp. v(AB) = C(
P
a∈A dB
a ) pour tout AB ∈
NL).
L’approche math´ ematique originale que nous utilisons ici est emprunt´ ee ` a
Bendali et al. [3]. Il s’agit de param´ etrer par les prix des cost games aﬁn de
montrer l’existence d’une tariﬁcation sp´ eciﬁque. En eﬀet, en consid´ erant le cœur
de ces jeux associ´ es ` a chaque prix comme l’image d’une correspondance, on
obtient le r´ esultat par un argument de point ﬁxe. On ´ enonce ici un lemme
d’existence qui ´ etend les r´ esultats de Bendali et al. [3] au cas multidimensionnel
24. Ces r´ esultats permettent de traiter les deux types d’entr´ ee.
24Leur r´ esultat est appliqu´ e ` a un probl` eme de tariﬁcation, ces auteurs restent n´ eanmoins
hors champ ´ economique alors que leur travail s’inscrit compl` etement dans le cadre des march´ es
contestables puisqu’il montre l’existence d’une tariﬁcation soutenable dans un march´ e ` a un
bien pour des ﬁrmes qui discriminent par les prix. Ces auteurs notent par ailleurs que leur
traitement formel s’applique ´ egalement au cas d’une ﬁrme multiproduit avec demande globale
(donc sans discrimination). Eﬀectivement, il n’y pas d’inconv´ enient ` a consid´ erer les joueurs
comme des agents ou des biens, ces deux donn´ ees sont de mˆ eme nature ` a l’int´ erieur d’un cost
game.









+ pour tout a ∈ N.
Un vecteur p ∈ R
LN
+ appartient ` a M s’il v´ eriﬁe :
 P
a∈N pa · φa(p) = ψN(p) P
a∈A pa · φa(p) ≤ ψA(p) pour tout A ∈ N.
Un vecteur q ∈ R
N
+ appartient ` a Mp pour p ∈ R
N
+ s’il v´ eriﬁe :
 P
a∈N qa = ψN(p) P
a∈A qa ≤ ψA(p) pour tout A ∈ N.
On cherche ` a prouver que M est non vide. Il s’agit donc de montrer qu’il
existe un vecteur p∗ v´ eriﬁant la condition : (p∗
a · φa(p∗))a∈N ∈ Mp
∗
.
Proposition 6 Sous les hypoth` eses suivantes :
1. Pour tout a ∈ N {u ∈ R
L
+ | u·φa(p) ≤ ψ{a}(p), p ∈ R
LN
+ } est un compact,
not´ e Ka, on pose K =
Q
a∈N Ka.
2. Pour tout A ∈ N, ψA(.) est continue sur K, φ est continue sur K.
3. Pour tout p ∈ K, Mp est non vide.
M 6= ∅.
Preuve. On consid` ere maintenant la famille d’ensemble Mp comme une corres-
pondance d´ eﬁnie sur R
N
+ :
Γ(p) = {q ∈ RN
+ | q ∈ Mp}





+ | ua · φa(p) = qa, ∀a ∈ N et q ∈ Γ(p)
o
Cette correspondance est ` a valeurs dans K sous l’hypoth` ese 1., il reste alors
seulement ` a prouver que Γ∗ admet un point ﬁxe en ´ etudiant la correspondance
de K dans lui-mˆ eme.
Lemme 2 La correspondance Γ∗ admet un point ﬁxe.
Preuve. La correspondance Γ est ` a valeurs compactes : elle est ` a valeurs positives
par hypoth` ese, la condition
P
a∈N qa = ψN(p) assure que Γ(p) est sup´ erieurement
born´ ee, enﬁn pour tout p ∈ K, Γ(p) est bien ferm´ e. Elle est aussi ` a valeurs
convexes en tant qu’intersection de demi-espaces aﬃnes. Par continuit´ e des fonc-
tions ψA pour tout A ∈ N, la correspondance prend ses valeurs sur un compact.
On peut v´ eriﬁer la semi-continuit´ e sup´ erieure en montrant qu’elle est de graphe
19ferm´ e. La d´ emonstration est ´ evidente en utilisant la continuit´ e des fonctions ψA :
soient pn une suite de R
N
+ convergeant vers un ´ el´ ement q, et qn des ´ el´ ements de
Γ(pn) convergeant vers q, on a donc les in´ egalit´ es suivantes :
 P
a∈N qn
a = ψN(pn) P
a∈A qn
a ≤ ψA(pn) pour tout A ∈ N.
Par la continuit´ e de ψA, on obtient par passage ` a la limite :
 P
a∈N qa = ψN(p) P
a∈A qa ≤ ψA(p) pour tout A ∈ N.
Donc q ∈ Γ(p) et la correspondance est bien de graphe ferm´ e. La correspondance
Γ∗ est aussi ` a valeurs compactes et convexes, puisque Γ∗(p) est une transfor-
mation lin´ eaire de Γ(p) et par l’hypoth` ese 1.. Elle est aussi s.c.s. puisque φ est
continue. enﬁn Γ∗(p) est non vide pour tout p. On peut appliquer le th´ eor` eme
de Kakutani. 
D’apr` es le lemme pr´ ec´ edent, il existe p∗ ∈ Γ∗(p∗). 
Le mod` ele de Bendali et al. [3] correspond au cas o` u L = {1} 25. Nous
d´ ecrivons maintenant leur mod` ele plus pr´ ecis´ ement car nous l’utiliserons ensuite
pour le cas avec entr´ ees ` a deux voies qui peut se d´ eduire de leur r´ esultat. Soit X
un ensemble ﬁni index´ e, et X l’ensemble des parties non vides de cet ensemble.
On introduit les fonctions suivantes : ψA : R
X
+ → R+ pour tout S ∈ X,
φx : R
X
+ → R+ pour tout x ∈ X.
Un vecteur p ∈ R
X
+ appartient ` a Mb s’il v´ eriﬁe :
 P
x∈X pxφx(p) = ψX(p) P
x∈S pxφx(p) ≤ ψS(p) pour tout S ∈ X
Un vecteur q ∈ RX
+ appartient ` a M
p
b pour p ∈ R
X
+ s’il v´ eriﬁe :
 P
x∈X qx = ψX(p) P
x∈S qx ≤ ψS(p) pour tout S ∈ X.
A partir de ce mod` ele, on peut d´ eduire facilement un corollaire avec des
coalitions g´ en´ eralis´ ees telles que nous les avons d´ eﬁnies pr´ ec´ edemment.
Soient L et N des ensembles ﬁnis index´ es, et NL et NL d´ esignent respec-
tivement l’ensemble des couples d’´ el´ ements de ces ensembles et l’ensemble des
couples de parties non vides de ces ensembles (voir Section 2). On introduit les
fonctions suivantes : ψAB : R
LN





pour tout a ∈ N. Un vecteur p ∈ R
LN
+ appartient ` a Mg s’il v´ eriﬁe :
 P
a∈L pa · φa(p) = ψLN(p) P
a∈A pa · φa(p)B ≤ ψAB(p) pour tout AB ∈ NL.
25Appliqu´ e au cas de la ﬁrme, il peut correspondre ` a une ﬁrme monoproduit qui se pr´ esente
sur un march´ e X d’agents ou inversement une ﬁrme multiproduit qui per¸ coit une demande
globale. Il s’agit donc du cas d’entr´ ee ` a une voie. Plus pr´ ecis´ ement, leur r´ esultat est directement
formul´ e avec des fonctions de demandes, le cadre formel que nous adoptons ici est ´ egalement
plus g´ en´ eral.
20Un vecteur q ∈ RLN
+ appartient ` a Mp
g pour p ∈ R
LN
+ s’il v´ eriﬁe :
 P
a∈L qa = ψNL(p) P
a∈A qa ≤ ψAB(p) pour tout AB ∈ NL.
Proposition 7 Sous les hypoth` eses suivantes :
1. Pour tout p ∈ R
LN
+ , Pour tout ab ∈ NL, {u ∈ R+ | uφ(p)ab ≤ ψab(p), p ∈
R
LN
+ } est un compact, not´ e Kab, on pose K =
Q
ab∈NL Kab.
2. Pour tout AB ∈ NL, ψAB(.) est continue sur K, φ est continue sur K.
3. Pour tout p ∈ K, Mp
g est non vide.
Mg 6= ∅.
On aurait pu consid´ erer un autre angle d’approche pour obtenir ces trois r´ esultats.
En eﬀet, ` a partir des ensembles Mg et Mp
g, si on restreint NL ` a l’ensemble des
parties AL pour tout A ∈ N, on obtient que Mg s’´ ecrit :
 P
ab∈LN pabφ(p)ab = ψNL(p) P
ab∈AL pabφ(p)ab ≤ ψAL(p) pour tout A ∈ N.
ou encore  P
a∈N pa · φ(p)a = ψNL(p) P
a∈A pa · φ(p)a ≤ ψAL(p) pour tout A ∈ N.
= M.
En fait, les trois mod` eles (et r´ esultats) peuvent se d´ eduire les uns des autres.
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